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講義のスケジュール

(1) 確率の基礎
(2) 確率変数と確率分布
(3) いろいろな確率分布
(4) 多次元確率分布
(5) 大数の法則と中心極
限定理

(6) 確率過程の基礎１
(7) 確率過程の基礎２

(8) フーリエ解析
(9) フーリエ変換の性質
(10) 相関解析
(11) 不確定信号の相関解析
(12) 群・環・体の定義
(13) 準同型写像
(14) Nを法とする合同式
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相関関数

• 周期関数の相互相関関数

• 非周期関数の相互相関関数

• 周期関数の自己相関関数

• 非周期関数の自己相関関数
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相互関係のまとめ
(１信号の場合）
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相互関係のまとめ
(２信号の場合）
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不確定信号の自己相関関数

• ここまで議論してきた自己相関関数を不確定信号に拡張し
ます。

• 本来不確定信号は時間関数の形で確定的に書くことはでき
ませんが、ある時間サンプルを取り出し、次のように自己
相関関数を定義します。

• ここで不確定信号は無限の継続時間を持ち、定常的でどの
サンプルも同じ結果を得られるとします。
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不確定信号とパワースペクトル

• ただ、先ほどの定義は不確定信号は統計的な性質は議論で
きても、時間関数として定義することができません。

• そのまま自己相関関数を議論することは難しい....。
• ただ、統計的な性質（確率分布）が議論できるということ
は、パワースペクトルならば取り扱うことができます。

• パワースペクトルから自己相関関数を導くには.....
そうです、ウイナーヒンチンです！！

• パワースペクトルが　　　　で与えられるとき自己相関関
数はそのフーリエ逆変換で求められます。
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例題：白色雑音の自己相関関数

• 理論上白色雑音は帯域によらず一定ですから、帯域あたり
のパワーをσ2とすると、パワースペクトルは次のように
与えられます。

（パワー無限大になってしまいますから、あくまで理想的な状態）
• このパワースペクトルからフーリエ逆変換によって自己相
関関数を求めます。
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例題：白色雑音の自己相関関数（続）

• 私たちはフーリエ変換の所で定数のフーリエ逆変換につい
て学びました。

• このフーリエ変換対を利用すると白色雑音の自己相関関数
がデルタ関数になることがわかります。
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例題：白色雑音の自己相関関数（続２）

• この結果を図に表すと以下の様になります。

• この結果は納得できます。
‒ 白色雑音は完全に時間に関して無相関なので、あらゆる相関時間
に成分が存在しない。

‒ τ=0だけが信号のパワーとして成分を持つ。
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例題：帯域制限した白色雑音の
自己相関関数

• 先に上げた白色雑音はあくまでも概念的なモデルでした。
• 実際には白色雑音と言えども有限時間であり、帯域も存在
します。

• ここでは以下のように帯域が制限された白色雑音について
考えてみましょう。
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例題：帯域制限した白色雑音の
自己相関関数（続）

• この結果をグラフにしてみましょう。
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例題：ポアソン分布に従う
ランダムパルス時系列

• 下図の様なランダムパルス時系列を考えます。

• パルス系列について次のような性質があるとします。
‒ 振幅が-AからAである。
‒  -AからAに立ち上がる時点、あるいはAから-Aに立ち下がる時点
（零交叉点）がポアソン分布に従って確率的にきまる。

‒ 振幅-Aと振幅Aの出現確率は等しく、それぞれ0.5となる
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例題：ポアソン分布に従う
ランダムパルス時系列（続）

• この様なポアソン分布は次のように表すことができます。

‒ ここで
• nは時間Tの間に生じる零交叉数
• kは１秒当たりの平均の交叉数

• このパルス系列の自己相関関数は次のようになります。
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例題：ポアソン分布に従う
ランダムパルス時系列（続２）

• このように自己相関関数が与えられたときに、パワースペ
クトルを求めるには、ウイナー・ヒンチンを用いて

• 結果をグラフに表すと次のようになります。
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雑音と確定信号が共存する波形の
自己相関関数

• 正弦波などの信号が雑音と共存する場合、元の信号の特徴をどうやっ
て取り出せば良いでしょう。

• そんなときに自己相関処理はとても役に立ちます。
• ここで信号をs(t)、雑音をn(t)とすると受信した信号はこれらの和で
すから、x(t)=s(t)+n(t)です。

• x(t) 、 s(t)、n(t)の自己相関関数を、それぞれφx(t)、 φs(t)、
φn(t)とすると
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雑音と確定信号が共存する波形の
自己相関関数（続）

• 先に調べたように白色雑音の自己相関関数は理想的にはデルタ関数で
す。

• つまり、自己相関関数により雑音成分を取り除いて信号成分を取り出
すことができます。

• ただ実際には雑音も完全に無相関ではないので完全には分離できませ
ん。

• 一例をお示しします。
• 信号：周期Tの正弦波
• 雑音：ポアッソン分布
　　　ランダムノイズ

• 信号対雑音比：1/10
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自己共分散関数

• 確率過程の時刻t1及びt2の標本値をそれぞれx(t1)、
x(t2)とします。

• 自己共分散関数は次のように与えられます。

• ここでE[]は期待値（アンサンブル平均）のことです。
• 要は、同じ関数の、異なる時刻データの間の共分散と言う
ことになります。
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自己共分散関数と自己相関関数

• 自己相関関数はアンサンブル平均を用いて次のように書く
ことができます。（意味から明らかですね）

• このことから、自己共分散関数と自己相関関数の関係は次
のように表すことができます。

!
x
t
1
,t
2( ) = E x t

1( )x t2( )"# $%

C
x
t
1
,t
2( ) = !

x
t
1
,t
2( ) " E x t

1( )#$ %&E x t
2( )#$ %&



20応用数学 III：(11)不確定信号の相関解析

例題

• 正弦波信号　　　　　　　　　　は、位相θが0～2πの
間で一様分布するものとします。このx(t)の自己相関関数
を求めてください。ただし　　　は定数とします。
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コラム：画像相関を用いた構造物の
高精度偏位計測１

• 宇宙用高精度展開構造物の開発
‒ MADE(Micron Accuracy Deployment Experiment)
‒ 打ち上げ時の容積の制約
‒ 高精度な構造物への要求
• アンテナ、集光鏡、望遠鏡



22応用数学 III：(11)不確定信号の相関解析

コラム：画像相関を用いた構造物の
高精度偏位計測２

• 展開構造物の偏位計測
‒ 展開精度の評価・調整

• 画像相関を用いることで
対称面内方向の偏位を計測
‒ サブピクセル外挿で
ピクセルの20分の一
程度の精度を実現
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コラム：画像相関を用いた構造物の
高精度偏位計測３
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コラム：画像相関を用いた構造物の
高精度偏位計測４
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コラム：画像相関を用いた構造物の
高精度偏位計測５
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まとめ

• 不確定信号の自己相関関数
• パワースペクトル
• 自己共分散関数


