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流動モデルに含まれる鉛直座標系としてのσ座標系と鉛直方向運動に対する静水圧近似，という二つの近似手法の適用性や計算精度に

ついて検討した．σ座標系において問題となる水平圧力勾配項と水平拡散項の計算誤差を抑制する手法として，座標変換前のデカルト座

標系においてこれらの項を評価する方法（修正 SvK 法）やそれを高精度化した手法（本手法）を取り上げ，これらの手法の計算精度を

調べた．静水圧・非静水圧モデルの適用性を調べるために密度フロント計算を行った結果，非静水圧モデルは水平格子解像度が粗くなる

と計算精度は低下し，静水圧モデルの結果と概ね一致する．その要因は運動圧の計算精度が水平格子解像度依存性を持つためである． 
 

１．はじめに  
２．流動モデルの概要  

浅水域を対象とした三次元流動モデルは，水平・鉛直

座標系や乱流モデル，鉛直方向運動等に対して，近似的

な計算手法や仮定を含んでいる（例えば，Haidvogel & 

Beckmann，1998）．このようなことから，これらの近似手

法の適用性や計算精度を検討することは，今後，流動シ

ミュレーション技術を発展させる上で必要不可欠である． 

 本研究で用いた流動モデルは，σ座標系・ブシネスク

近似に基づく三次元非静水圧流動モデル（以下，非静水

圧モデルと呼ぶ）である（Nihei ら，2002）．この非静水

圧モデルにおける基礎方程式は，水平・鉛直方向運動方

程式と圧力に関するポアソン方程式である．ここで，圧

力 p は，打切り誤差を考慮して，静水圧成分 とそれか

らの偏差である運動圧成分 に分離され，この運動圧成

分 に関してはポアソン方程式により求める．  

sp

dp

dp

上述した様々な近似手法のうち，鉛直座標系について

は，簡便な境界適合座標系であるσ座標系を適用する例

が多数見られる（例えば，Blumberg & Mellor，1983）．

このσ座標系は，海表面や海底面形状を忠実に表現し得

るため境界条件の取り扱いが容易となるものの，海底斜

面上において鉛直密度成層が存在する場合には，基礎方

程式中に含まれる水平圧力勾配項や水平拡散項の計算誤

差が顕著となる（例えば，Stelling & Kester，1994）．  

 また，静水圧近似の適用性を検討する際には，非静水

圧モデルとともに，静水圧近似に基づく流動モデル（以

下，静水圧モデルと呼ぶ）を用いる．この静水圧モデル

では水平方向運動方程式と連続式を基礎式とし，静水圧

近似の導入部分以外は非静水圧モデルと同じ構成である． 

 数値解法に関しては，静水圧・非静水圧モデルともに

有限差分法を用いており，各変数の配置に関してはスタ

ッガードメッシュ系を採用している．基礎方程式系にお

ける差分精度に関しては，移流項には三次精度風上差分

を，その他の項には二次精度中央差分をそれぞれ適用し

ている．また，非静水圧モデルにおいては，MAC 法と類

似した部分段階法を適用している．  

また，鉛直方向運動の取り扱いに対しては，浅水域で

は，通常，流れの水平スケールが鉛直スケールよりも大

きいため，静水圧近似を仮定することが多い．しかしな

がら，浅水域では，密度フロント現象などのように，鉛

直方向運動の取り扱いが重要となる流れ場が存在するこ

とから，流動モデルに対する静水圧近似の導入が，数値

計算結果に及ぼす影響を把握することは重要となる．  

そこで本研究では，鉛直座標系としてのσ座標系と，

鉛直方向運動に対する静水圧近似，という三次元流動モ

デルに含まれる二つの近似手法に着目して，それらの近

似手法の適用性や計算精度について検討する．ここでは，

①σ座標系に起因する計算誤差を軽減するための方法を

検討するとともに，②密度フロントを例として，浅水流

場における静水圧近似の適用性を幅広い条件下において

調べる．  

３．σ座標系における計算誤差軽減方法の検討 

（１）誤差軽減方法の概要  
海表面・海底面を忠実に再現するσ座標系を，斜面上

の密度成層場に適用した場合，静水圧の水平勾配項（HPG

項）と水平拡散項（HD 項）において計算誤差が顕著と

なることが指摘されている．これは，σ座標系変換後の

式形をそのまま差分近似すると（以下，この手法を従来

法と呼ぶ），差分計算上の数値誤差が発生するためである．

このようなσ座標系に起因する問題点を解決するために，

これまでに様々な手法が提案されている（例えば，

Stelling & Kester，1994；Slordal，1997）．Slordal（1997）

は，Stelling & Kester（1994）の考え方を発展させて，σ
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座標変換後の式系を差分化するのではなく，座標変換前

のデカルト座標系に基づいて HPG 項や HD 項を評価して

いる．具体的には，例えば，HPG 項を評価する際に必要

となる密度水平勾配項に関しては，図―１に示すように，

と同一高さにおける格子 i， i+1 での密度値 を

鉛直内挿して求め，それを用いて水平方向の密度勾配を

計算する．同様な手順は密度などの水平拡散項の計算に

も適用される．Slordal（1997）は空間内挿法として線形

補間（以下，修正 SvK 法とする）を用いている．本研究

では，従来法と修正 SvK 法，という２つの手法に加えて，

空間内挿法として三次精度スプライン補間（本手法）を

用いて，HPG 項や HD 項の計算精度について比較する． 
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図―１ σ座標系誤差軽減策（ i,k:格子番号）  
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図―２ σ座標系における HPG 項の計算精度  
（ t=10min，コンター線上の値は密度［kg/m3］を示す）

 

（２）水平圧力勾配項（HPG 項） 

σ座標系における計算精度を評価するときに頻繁に用

いられる，静力学的にバランスしている斜面上の密度成

層場を想定して（図―２(a)），上述した 3 つの計算法に

おける HPG 項の計算精度を検討する．ここでは，水平方

向 20000m，鉛直方向 15～20m とし，領域中央に勾配

1/1400 の斜面を設ける．計算格子数は 20×20 とする．

ここでは，２．で示した非静水圧流動モデルを用いてお

り，乱流拡散項は０とし，流動モデル中における HPG 項

を計算するときには上記の 3 つの計算法を適用する．こ

の計算条件下では，流れの駆動力は計算誤差により生じ

る HPG 項となる．境界条件としては，左右端・下端にお

いて slip 壁条件，上端境界は水表面条件を与えている．

初期条件としては静水状態を仮定している．  

図―２(b)，(c)は，従来法と本手法における計算開始

10 分後での密度コンターと流速ベクトルを示している．

これらを見ると，計算初期では静力学的にバランスして

いるにも関わらず，従来法による計算結果では，明確な

水平方向流れが形成されている．一方本手法の場合には

顕著な流れは起こらず，密度コンターは初期状態から変

化していない．このような状況は修正 SvK 法の結果に関

しても確認されている．これらの結果より，従来法と比

べて，本手法や修正 SvK 法を用いることにより，HPG 項

の計算精度が著しく改善されていることが確認された．  

 

（３）水平拡散項（HD 項） 

HD 項の計算精度を調べるために，図―３（a）のよう

な海底斜面上における鉛直密度成層場を初期条件とした

密度の水平拡散計算を行う．計算領域としては，水平方

向 6000m，鉛直方向 180～260m とし，計算領域内に底面

勾配 1/75 の斜面を設ける．ここでは，鉛直格子解像度の

影響を見るために，水平格子数 12 と一定とし，鉛直格子

数は 10～40 とした．拡散係数については，鉛直拡散係数

は０とし，水平拡散係数は一定値（=5.0m2/s）を与えた．

このような計算条件を設定することにより，水平拡散項

の計算誤差が存在しない場合には，密度分布は初期条件

のままとなる．なお，この水平拡散計算では，従来法と

しては，乱流拡散項をσ座標系に変換したときに生じる

高次項全てを省略した形（Mellor ＆  Blumberg，1985）

として計算している．  

図―３(b)～(d)は，鉛直格子数 20 の場合における計

算開始 30 日後の密度コンターを示している．これを見る

と，従来法の場合には，よく知られているように．密度

コンターが海底斜面とほぼ平行な分布形状となっている

ことが分かる．一方，修正 SvK 法や本手法では，密度コ

ンター線は，初期条件と同様にほぼ水平となっており，

従来法と比較して計算誤差が抑制されている．しかしな

がら修正 SvK 法の結果は，初期条件や本手法の計算結果

と比べて密度の鉛直拡散が生じていることが分かる．こ
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れらの計算誤差を定量的に比較するために，密度計算値

と初期密度との差の絶対値を空間平均し，基準密度で無

次元化した誤差値 Err を各計算法において算出し，そこ

で得られた t=30 日での Err と鉛直格子数の関係を図―４

に示す．これを見ると，修正 SvK 法は鉛直格子数が多い

時には従来法よりも計算精度が良いものの，鉛直格子数

が少ないときには従来法の計算精度と同程度かやや下回

っている．それに対して本手法では，他の計算法よりも

計算誤差は小さくなっている．このことから，密度等を

鉛直内挿する際に，補間法の精度を向上させると HD 項

の計算誤差が大幅に抑制されていることが示された．  
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(a) 初期密度分布図 
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図―３ 水平拡散計算における HD 項の計算精度  
（ t=30day，コンター線上の値は密度を示す）  
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図―４ 誤差値 Err と鉛直格子数の関係（水平拡散計算）
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図―５  初期密度分布（Lock Exchange Problem）  
 

表―１ 計算条件（Lock Exchange Problem） 

Case 1 Case 2

Xmax 1.0 m 400.0 m
H 0.155 m 10.0 m

1ρ

2ρ
1000.0 kg/m3 1000.0 kg/m3

1033.0 kg/m3 1005.0 kg/m3

1/15.5HxΔ 1/10, 1/5, 2/5, 1/2, 4/5
1.0, 1.6, 2.0, 2.5, 4.0

HzΔ 1/30 1/20，1/15，1/10

Case 1 Case 2

Xmax 1.0 m 400.0 m
H 0.155 m 10.0 m

1ρ

2ρ
1000.0 kg/m3 1000.0 kg/m3

1033.0 kg/m3 1005.0 kg/m3

1/15.5HxΔ 1/10, 1/5, 2/5, 1/2, 4/5
1.0, 1.6, 2.0, 2.5, 4.0

HzΔ 1/30 1/20，1/15，1/10  

４．静水圧近似の適用性 

（１）計算条件  

 浅水流場に対する静水圧近似の適用性はいくつか検討

されているものの（Casulli & Stelling，1999；木下，2001），

幅広い計算条件下で行われているとは言い難い．そこで，

基本的な二次元重力フロント現象である Lock Exchange 

Problem を対象にして，静水圧近似の導入が流動シミュ

レーション結果，特に密度フロント構造やフロント速度

などに及ぼす影響について検討する．この Lock Exchange 

Problem とは，図―５に示すように，矩形容器中に密度

の異なる二つの水塊が，容器中央で分け隔てられ，計算

開始とともに相対的に低密度の水塊が上層を，高密度の

水塊が下層を進行する，という重力フロント場である．  

 ここでは静水圧モデルと非静水圧モデルを表―１に

示されている２つの計算条件に適用する．まず，Case１

は，赤堀ら（1999）が実施した室内実験条件と同一とし，

計算結果と実験結果の比較を通して，フロント構造や密

度鉛直混合過程を詳細に検討する．Case2 では水平・鉛

直格子幅を幅広く変化させており，静水圧・非静水圧モ

デルの格子解像度依存性を検討する．なお，両モデルの

乱流モデルとしては，Smagorinsky モデルを用いている．  

 境界条件としては，底面では対数条件を用い，左右端

の境界では slip 壁条件を適用する．また，水表面に関し

ては，水平方向流速については slip 条件を，鉛直方向流

速は 0 とする．初期条件は静止状態とし，密度分布は図

―５のように与え，密度以外の流速等を全て 0 とする．  
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図―７ 無次元フロント速度の格子解像度依存性  

（Case2， t=200s）  
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図―８ 水平格子解像度に対する運動圧の算定精度  

（Case2， t=300s）  
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 (a) 非静水圧モデル  
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(b) 静水圧モデル  

図―６ 瞬間流速ベクトルと密度コンター図  
(Case1) 

 

（２）計算結果と考察  

ａ）密度フロントの空間構造 

 Case1 における静水圧モデルと非静水圧モデルによる

計算結果を図―６に示す．図中には，計算開始 4 秒後に

おける流速ベクトルと密度コンターが示されている．非

静水圧モデルの結果（同図（a））に関しては，フロント

部は上・下層ともに丸みを帯びた形で水平方向に進行し，

上・下層間の界面近傍では二つの明瞭な大規模渦が生成

されている．そのような大規模渦運動と連動して，密度

が鉛直方向に拡散されている．このようなフロントの形

状や界面近傍での大規模渦構造は，赤堀ら（1999）の可

視化結果からも確認されており，この非静水圧モデルの

計算精度が概ね良好であることが確認された．一方，同

図（ｂ）に示されている静水圧モデルの場合には，フロ

ント部において顕著な鉛直流速が発生し，それと連動し

てフロント部が鋭く切り立っている様子が分かる．この

ように，密度フロント構造に関する計算結果は，静水圧

近似を導入することにより，室内実験結果や非静水圧モ

デルの計算結果とは大きく異なることが明らかとなった． 

 

ｂ）格子解像度の影響  

 上述したように，静水圧モデルと非静水圧モデルの計

算結果における密度フロント構造は大きく異なるものの，

その違いは計算格子解像度に大きく依存する（木下，

2001）．そこで，格子解像度と静水圧近似導入の影響との

関連性を検討するために，Case2 の計算を通して，水平・

鉛直方向格子解像度 が静水圧モデルや非静水圧

モデルの計算結果に与える影響について検討する．  

( zx ΔΔ , )

 まず，Case2 においても，Case1 と同様に，密度フロン

ト構造を見たところ，水平格子解像度が粗くなると，静

水圧モデルと非静水圧モデルの計算結果が類似してくる

傾向が確認された．具体的には，非静水圧モデルの場合

には明確な密度フロント構造は形成されず，一方，静水

圧モデルでは数値拡散に起因してやや丸みを帯びたフロ

ント部が形成される．また，鉛直格子解像度に関しては，

水平方向格子解像度と比べて，大きな影響を及ぼしてい

ないことが確認されている（Nihei ら，2002）．  

格子解像度が計算結果に及ぼす影響を定量化するため

に，静水圧モデルと非静水圧モデルによる結果から，フ

ロント進行速度について比較したものを図―７に示す．

図中では，フロント進行速度の計算値 は，  以下のよ

うな Turner（1973）によるフロント速度の実験式 で無

次元化されている．  

cU

eU

HgU e ′= 44.0         （１）  

ここで， g ′は有効重力（ gg ε=′ ， ε は基準密度 からの

密度偏差分

0ρ

ρ′と との比），H は水深である．これを見

ると，まず，静水圧モデルに関しては，無次元フロント

速度は最大でも 0.8 程度であり，また，水平格子幅の増

加とともに無次元フロント速度は減少し，計算精度が低

下している．一方，非静水圧モデルに関しては，水平格

子解像度が細かいときには，無次元フロント速度はほぼ

0ρ
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１となり，静水圧モデルよりも計算精度は良いことが分

かる．しかしながら，水平格子解像度が粗くなるととも

に計算精度が低下し，その低下量は静水圧モデルの場合

よりも大きく， HxΔ >1.0 の場合には，両モデルの結果

はほぼ一致している．このように，水平格子幅が水深よ

りも大きい場合には，静水圧モデルと非静水圧モデルの

計算結果に大きな差が生じないことが明らかとなった．

なお，鉛直格子解像度を幅広く変化させても，フロント

速度は大きくは変化しないことが確認される．  

 5

 このような非静水圧モデルの水平格子解像度依存性を

検討するために，非静水圧モデルにおいてのみ取り扱わ

れている運動圧に着目する．非静水圧モデルでは，圧力

のポアソン方程式を用いて運動圧を計算していることか

ら，その方程式中における運動圧に関する水平・鉛直方

向二階偏微分項に関する結果を図―８に示す．図中にお

ける 2222 , zpxp dd ∂∂∂∂ は， t=300s における各項の

絶対値を空間平均し，それを最も水平格子幅が小さい時

の値（ HxΔ =0.1）で無次元化されたものを表している．

なお，この時の鉛直格子解像度としては 20/1=Δ Hz を採

用している．これを見ると，水平格子解像度が粗くなる

と，両項の値ともに１から大幅に減少しており，非静水

圧モデルにおける運動圧の計算精度が低下している．さ

らに，そのような計算精度の低下傾向は，水平方向ニ階

偏微分項の方がやや顕著であり， HxΔ >1.0 のときには

ほぼ 0 となっている．このような結果により， HxΔ >1.0

の時には，静水圧モデルと非静水圧モデルの計算結果に

明確な差が形成されていないものと考えられる．以上の

結果をまとめると，ポアソン方程式による運動圧の算定

精度は水平格子解像度が粗くなると大幅に減少するため，

非静水圧モデルにおける計算精度は低下し，非静水圧モ

デルと静水圧モデルの計算結果はほぼ一致するものと考

えられる．  

４．結論 

 本研究では，浅水域での流動計算を対象として，鉛直

座標系に対するσ座標系と，鉛直方向運動に対する静水

圧近似，という 2 つの近似手法の計算精度や適用性につ

いて検討を行った．主要な結論は以下の通りである．  

(1) 斜面上の密度成層場に対するσ座標系における HPG

項や HD 項の計算誤差を軽減する方法として，σ座標

系変換後の式系を差分化するという従来法ではなく，

デカルト座標系上にてこれらの項を評価する，とい

う修正 SvK 法やそれを高精度化した本手法の計算精

度について調べた．その結果，修正 SvK 法や本手法

は従来法と比べて計算誤差を減少させることが確認

された．また，密度などの鉛直内挿法として，線形

補間（修正 SvK 法）よりもスプライン補間（本手法）

を採用することにより，HD 項の計算精度が大幅に向

上することが示された．  

(2) 密度フロント場に対して非静水圧・静水圧モデルを

適用し，両モデルの計算精度について検討した．そ

の結果，非静水圧モデルは，水平格子解像度が細か

い場合には静水圧モデルよりも計算精度は良いもの

の，粗くなるとともに両モデルの計算結果は一致す

るようになる．その要因としては，非静水圧モデル

における運動圧の計算精度は水平格子解像度が粗く

なるとともに低下するためである．  
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