
第７章 土のせん断強度 

 1

第７章 土のせん断強度 

７．１ 組み合わせ応力 

７．７．１ 応力の座標変換 

        載荷 

      ↓↓↓↓↓↓↓↓ （要素 X の上方右側にずれている位置での載荷を想定） 

         σz  

        τzx(この場合正)       σ3      σ1 

                   X 
          Ｘ        σx                

                 τxz(この場合負) 

図１ 

 

●応力の座標変換の知識は、なぜ必要か？  

例1） 土の二つの基本的せん断変形モード： 
-三軸圧縮変形 

-単純せん断変形、一面せん断変形 

両者でのせん断強度の関連を理解するために

は、応力の座標変換を理解する必要がある。 
例2） 粘着力のない土（代表例、乾燥した砂）

のせん断破壊は、どこかの面で応力比 /τ σ が

所定の値（ tanφ : φ は内部摩擦角）に達する

と破壊する。おなじ現象を主応力で考察する

と 、 主 応 力 比 1 3/σ σ が 所 定 の 値

( (1 sin ) /(1 sin )φ φ+ − )に達すると破壊する。従

って、任意の応力状態（σz、τzx、σx、τxz）を、

破壊面での応力状態（ ,τ σ ）、あるいは主応

力状態(σ1、σ3)に変換することによって破壊

に対する安全率が計算できるようにするた

めは、応力の座標変換を理解する必要がある。 

 

●応力の正の定義：  

  直応力σ：圧縮正、 

  せん断応力 τ：Mohr 円表示のために、全て左回りを正とする（理由次頁） 

  

 

[これは授業では、触れない] 

(Tensor 表示)： 図１とは異なる。上下面と鉛直面において逆方向に作用しているせん断応力が同

じ符号となる。図１の場合、右側面で下方向に作用している τxz が正となる。しかし、これ

だと τxzと τzx が同一符号になり、Mohr 円の上下を使えず、不便である（理由：後述）。 

τ
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（単純せん断試験）  （三軸圧縮試験）

図２ 
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●座標の導入（応力の Mohr 円表示のため） 

矢印の方向が、それぞれの正の方向。 
従って、図１の要素に対しては 

    σz 正 

  τzx  正 

   σx 正 

   τxz  負      となっている。 

 

＊要素におけるモーメントの釣り合いから、 常に、

zx xzτ τ= − が成り立っている（要素の中心まわりの

モーメントを考えれば分かる）。 

 

 
図４a のようにせん断応力 ατ を常に左回りを正に定義することにより、任意の方向の面 A に対する応

力状態を考える場合、図 4b に示すように α= 0 → 90 度、あるいは 360 度のように自由に回転しても、

常にせん断応力は左回りに向かっていてため、せん断応力の符号の定義に矛盾が生ぜず、「同一の A

面での表現」が適用できる。従って、一つの Mohr 円で正負のせん断応力を同時に表示できて、一つの

応力状態を全面的に表現できる。 

                要素Ｘの応力状態を 

                あらわす応力の Mohr 円              

             τ                Ｚ面の応力状態（α= 0o） 

                  Pd(面に対する極)       （σz、τzx；正） 

                 

                           α     ２α 

             ０                              σ 

                               

                                     Ａ面の応力状態 

                                   円の中心  （σα、τα;負） 

                                                    （α=α） 

       図５a     Ｘ面の応力状態（σx、τxz；負）（α= 90o）      

z
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Z面

X面

ασατ
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α

z
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図 4a (二つの A 面での応力状態は同じ) 

 

Z面はα=0度のA面

X面はα=90度のA面

α
ατ

ατ
ατ

ατ

ατ
ατ

 

Z面はα=0度のA面

X面はα=90度のA面

α
ατ

ατ
ατ

ατ

ατ
ατ

図 4b  

正の方向 

z

x
Z面

X面

zσ

xσ

zxτ
xzτ

z

x
Z面

X面

zσ

xσ

zxτ
xzτ

図 3（モール円表示ための定義） 
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＊ 上図に示すように、全ての角度 α に対する面を、同一のモール円を用いて同一基準で表示すること

が出来る。即ち、 α= 0 度 → Ａ面＝Ｚ面； α= 90 度 → Ａ面＝Ｘ面 

 

 

x

4xσ =

z

Z面
X面

12zσ =
3zxτ = 3xzτ = −

( 4, 3)x xzX σ τ= = −

( 12, 3)z zxZ σ τ= =

α

( , )A α ασ τ
σ

τ

0

α

x

4xσ =

z

Z面
X面

12zσ =
3zxτ = 3xzτ = −

( 4, 3)x xzX σ τ= = −

( 12, 3)z zxZ σ τ= =

α

( , )A α ασ τ
σ

τ

0

α

 

図 5b 数字を入れた例 
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[7 章土のせん断強度 演習問題 7-1] 

x

z

a

Z面

Ｘ面

σ1
Z 面

α

σα τα
Ａ面

1 3σ =

3 1σ =

x

z

a

Z面

Ｘ面

σ1
Z 面

α

σασα τατα
Ａ面

1 3σ =

3 1σ =

  

τ

0                           σ

1                           

2                           

-2                           

-1                           

3           

τ

0                           σ

1                           

2                           

-2                           

-1                           

3           

   
  図 1                                     図 2                         

a)図 2 に、図 1 に示す応力状態を表す Mohr 円を描け。ただし、圧縮力は正である。 
b)要素 a は、この応力状態でせん断破壊した。この土の Mohr Mohr-Coulomb 破壊規準は、 tanfτ σ ϕ= ⋅  
で表される。この場合の内部摩擦角ϕ （度）を求めて、この破壊規準を表す直線を図 2 に示せ。 

c) 図 1 に示すように Z 面となす角度が α（度）である A 面に、直応力 ασ （圧縮が正）とせん断応力 ατ （反

時計回りが正）が作用している。応力比 /α ατ σ が最大となる角度 α（度）を求めて、その場合の A 面の

応力状態を図 2 に描いた応力モール円上に示せ。 

[答] 

a) 

τ

0                           σ

1                           

2                           

-2                           

-1                           

3           

τ

0                           σ

1                           

2                           

-2                           

-1                           

3           

   b)

τ

0                           σ

1                           

2                           

-2                           

-1                           

3                 2

1
ϕ

Mohr Mohr-Coulomb破壊規準:、
tanfτ σ ϕ= ⋅τ

0                           σ

1                           

2                           

-2                           

-1                           

3                 2

1
ϕ

τ

0                           σ

1                           

2                           

-2                           

-1                           

3                 

τ

0                           σ

1                           

2                           

-2                           

-1                           

3                 2

1
ϕ

Mohr Mohr-Coulomb破壊規準:、
tanfτ σ ϕ= ⋅

 
sin 1/ 2φ = から、φ= 30 度 

c) 

τ

0                           σ

1                           

2                           

-2                           

-1                           

3                  

ϕ

Mohr Mohr-Coulomb破壊規準:、
tanfτ σ ϕ= ⋅

α

( , )α ατ σ

( , )α ατ σ

α

2 90oα ϕ= +

A面の方向

A面の方向

τ

0                           σ

1                           

2                           

-2                           

-1                           

3                  

τ

0                           σ

1                           

2                           

-2                           

-1                           

3                  

ϕ

Mohr Mohr-Coulomb破壊規準:、
tanfτ σ ϕ= ⋅

α

( , )α ατ σ

( , )α ατ σ

α

2 90oα ϕ= +

A面の方向

A面の方向

  
2 90oα ϕ= + から、 45 / 2oα ϕ= +  
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[ここは授業で教えない] 

＊ひずみも Mohr 円でも、せん断ひずみγzx とγxz の正負を、せん断応力の場合と同様に定義すること

により、矛盾無く表示できる。 

                                       （せん断ひずみγ）/2 

                                  ①（εz, γzx/2；正） 

①（α= 0o）         ③ 

   γzx；正              γxz；正 

                                  0                 

                                          直ひずみε 

  A 

                                      ②（εz, γxｚ/2；負） 

②（α=90o） 

               「③は①、②とは逆方向  「①、②の変形に対応」 

           γxｚ;負 のせん断」 

   b 

                   a                   図６ 

①と②は同種類のせん断変形、剛体回転量が異なるだけ（a を左に剛体回転したのが b）。つまり、①

と②のせん断変形は、微小ひずみ理論では同一） 

つまり、Mohr 円に対応したせん

断ひずみの符号の定義をすると、

左図のように、同一せん断ひずみ

に対して正負の符号を与えるこ

とになる。 

 

 

 

 

 

a) 純粋せん断　　　　　　　b)単純せん断　 　　　　　　　　ｃ)単純せん断　
　　　　　　　　　　　　　 純粋せん断 　　　　　　　　　　純粋せん断
　　　　　　　　　　　　　　　プラス　　　　　　　　　　　　　　プラス
　　　　　　　　　　　　　（左への剛体回転）　　　　　　（右への剛体回転）

bτ cτ

a) 純粋せん断　　　　　　　b)単純せん断　 　　　　　　　　ｃ)単純せん断　
　　　　　　　　　　　　　 純粋せん断 　　　　　　　　　　純粋せん断
　　　　　　　　　　　　　　　プラス　　　　　　　　　　　　　　プラス
　　　　　　　　　　　　　（左への剛体回転）　　　　　　（右への剛体回転）

bτ cτ

 
図７               (τbは正)       (τcは負) 
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●「①と②の変形は、同一のせん断変形モードなので、同一の符号を持つせん断ひずみ、及びせん断と

する」のが、Tensor 表示での符号。 

即ち、①と②のせん断ひずみは、同様に xz zx
u v
z x

γ γ ∂ ∂⎛ ⎞= = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
と表現されて、同一のせん断剛性率 

G を用いて、  ①に対しても： zx zxGτ γ= ⋅ ；  ②に対しても： xz xzGτ γ= ⋅  と表現される。    

                             （せん断ひずみγ）/2 

z (v)                             ①（εz, γzx/2；正） 

      ①         ③ 

   γzx；正            γxz；負 

                              0                     

                                     直ひずみε 

  A 

                                  ②（εz, γxｚ/2；正）？？？ 

0               x(u) 

 ②           「①、②とは逆方向の    「①、②の変形に対応」 

              せん断」             図５ｂ 

         γxｚ；正   

 

図８a        A を右へ剛体回転したもの 

 

しかし、Mohr 円の上下が用いることは、できなくなる（図８ｂ、８ｃ参照）。 

Tensor 表示用 （この場合のせん断応力の正負の定義は、Mohr 円用とは異なる） 

       τ 正の方向                      0α = でのτ 正の方向  

 

 

                       相互に矛盾する                 90oα = でのτ 正の方向  

 

図８ｂ 

 

 

 

 

 

 

 

 

z

x
Z面

X面

12zσ =

4xσ =

3zxτ = 3xzτ =

( 12, 3),
( 4, 3)

z zx

x xz

Z
X

σ τ
σ τ

= =
= =

α ( , )A α ασ τ

σ

τ

0

α

z

x
Z面

X面

12zσ =

4xσ =

3zxτ = 3xzτ =

( 12, 3),
( 4, 3)

z zx

x xz

Z
X

σ τ
σ τ

= =
= =

α ( , )A α ασ τ

σ

τ

0

α

 
図８ｃ 数字を入れた例 
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● Mohr 円に適合してせん断応力の正負の定義をした場合の、座標変換。 

図 9

 

z

x

ασ ατ
A面（長さ 1.0)

α

zσ

xσ

zxτ

xzτ

Z面（長さ )cosα

X面（長さ )sinα

zσ

sinzσ σ⋅

coszσ σ⋅
z

x

ασ ατ
A面（長さ 1.0)

α

zσ

xσ

zxτ

xzτ

Z面（長さ )cosαZ面（長さ )cosα

X面（長さ )sinαX面（長さ )sinα

zσ

sinzσ σ⋅

coszσ σ⋅

 

 

σα, ταが作用している面の長さを 1.0 とすると、σα方向と τα方向の力の釣り合いから、以下の式を得る。

このとき、モーメントの釣り合いから、常に τzx =- τxz が成り立っていることに気をつける。 

 
cos sin ( cos ) sin

cos sin c
(cos sin

cos o
) { }

( ) ( i )s sin ns
z zx xz x

z zx zx x

α α α
α

σ α τ α τ α σ α
σ

σ
α τ α τ α αα σ

⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅
⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

= +
= +

 

{ ) ( )cos sin
c {

( sin ) cos sin cos
( sin ) cos sin cos) ( )os sin

z zx xz x

z zx zx x

α σ α τ α τ α σ α
σ

τ α α
α αα τ α τ α σ α

⋅ − + ⋅ ⋅ + ⋅
⋅ − + ⋅ ⋅ + ⋅

= +
= + −

 

      [赤字]面積              [青字]σz等のσα、あるいはταの方向の成分     

 

この２式を整理すると次式を得る。 
2 2

2 2

cos sin 2 sin cos

( ) sin cos (sin cos )
z x zx

z x zx

α

α

σ σ α σ α τ α α

τ σ σ α α τ α α

= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅

= − − ⋅ ⋅ − −
    (7-1) 

 
2 2 2 2

2 2

cos2 cos sin 2cos 1 1 2sin
1 cos2 1 cos2cos , sin

2 2

α α α α α
α αα α

= − = − = −
+ −

= =
 

を参照して、この２式を更に整理すると次式を得る。 

 

cos2 sin 2
2 2

sin 2 cos2
2

z x z x
zx

z x
zx

α

α

σ σ σ σσ α τ α

σ στ α τ α

+ −
= + + ⋅

−
= − ⋅ + ⋅

 (7-2) 

 
＊注）上記の考察を、          

                      このＡ面に対して行っても                 

                        結果は同じ（７－４頁参照） 

                     α            
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●（補）Mohr の応力の定義における一般の座標変換             σz 

                z                             τzx 

                                                  

               α （この座標軸の方向余弦；                   τxz 

                cosα,sinα）                       σx 

           

             α          σα 

                                            ταβ          

 

 

                             τβα 

                         

                              σβ 

              0                                        x 

             

 

 

                                          β 

                  （この座標軸の方向余弦；-sinα, cosα） 

 

 

 σα     ταβ           cosα   sinα           σz   τzx          cosα  -sinα 

                =  

 -τβα  σβ                -sinα  cosα           -τxz    σx              sinα   cosα 

 

 

 

●上の式の -τβα,-τxz を τβα, τxz に置きかえると、通常のの Tensor 表現での応力の定義に

対する座標変換式になる。 

●三次元での座標変換に対しても、同じ rule が適用される。 
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●(7.2)式の意味： 

図 10a)

z

x
Z面

X面

12zσ =

4xσ =

3zxτ = 3xzτ = −

( 4, 3)x xzX σ τ= = −

( 12, 3)z zxZ σ τ= =

α

( , )A α ασ τ
σ

τ

0

α

Ｒ

Ｍ

zxτ

2
z xσ σ−

z

x
Z面

X面

12zσ =

4xσ =

3zxτ = 3xzτ = −

( 4, 3)x xzX σ τ= = −

( 12, 3)z zxZ σ τ= =

α

( , )A α ασ τ
σ

τ

0

α

Ｒ

Ｍ

zxτ

2
z xσ σ−

 

図 10b) 

z

x
Z面

X面

12zσ =

4xσ =

3zxτ = 3xzτ = −

α

( , ) ( , )A AA α ασ τ σ τ=

σ

τ

0

α

X

Ｍ

2
z xσ σ−

b
a

Z

2
z xσ σ+

ασ

A ατ τ=

Pp

2α

2α δ−

δ

A面

R

ασ
ατ

z

x
Z面

X面

12zσ =

4xσ =

3zxτ = 3xzτ = −

α

( , ) ( , )A AA α ασ τ σ τ=

σ

τ

0

α

X

Ｍ

2
z xσ σ−

b
a

Z

2
z xσ σ+

ασ

A ατ τ=

Pp

2α

2α δ−

δ

A面

R

ασ
ατ

 

  

この式から角度αを消去すると、 

 22 2 2( )
2

( )
2

z x z x
zxαα τ τσ σσ σσ −

+ = +
+

−  

となる。この式は、σz>σｘ>0, τzx>0, τxz<０の場合である図 10a において、 
2 2( )

2
z x

zx
σ σ τ−

+ = MZ2= R2 （定数） 

を意味する。これは、図 10b において a2 + b2= MA2= R2 であり、従って円の方程式： 
2 22 2 22 2( )

2
( ) )

2
z x

zx zx
z x Rα α

σ σ σ ττ σ τσ −
+ = + + =

+
−  （定数） 

を意味する。ここで、R は円の半径である。 

 

●すなわち、今固定した応力状態が固定していてσz、σｘ,τzx,τxｚが定数ならば R は定数となり、応

力σα,ταは角度αの関数であり、点 A(σα、τα)の座標の集合は R を半径とする円を形成する。 

→Mohr’s circle of stress。 
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なお、図 10b の応力状態は、下図のような応力状態を示す。 

        載荷 

      ↓↓↓↓↓↓↓↓ （要素 X の右上にずれている位置での載荷） 

         σz  

        τzx(この場合正)    σ3       σ1 

                        X 

           Ｘ       σx                

                 τxz(この場合負) 

図１ 
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●応力の Mohr 円における「面に関する極 Pp」の説明 
 

任意の角度αを持つ A 面の応力状態(σα、τα)は、「応力のモール円において、MZ の方向から右回り

に２αの角度をなす MA 方向と Mohr’s circle of stress の交点 A の座標(σA、τA)」である（次頁の図 12

参照）。 

証明 まず、図 11 に示すように、応力のモール円上の Z 点は水平 Z 面での応力状態を表すとする。 

図 11 角度δの定義

( , )z zxZ σ τ

σ

τ

0

Ｒ

Ｍ
zxτ

2
z xσ σ−

δ

( , )z zxZ σ τ

σ

τ

0

Ｒ

Ｍ
zxτ

2
z xσ σ−

δ

 

 

角度δを図に示すように定義すると、 

tanδ τ
σ σ=

−
zx

z x

2

; sinδ τ
= zx

R
; cosδ

σ σ

=

−z x

R
2     (7.3a) 

次に、図 12 に示す応力のモール円で、点 PPからの水平線が水平 PP-Ｚ面から角度 α をなす線とモール

円との交点 A の座標の意味を考察する。σ 軸と MA がなす角度は、2α δ− であるので、図 12ｂでの幾

何学的関係から、A の座標は、 

cos(2 )
2

z x
A Rσ σσ α δ+

= + ⋅ − cos( 2 )
2

z x Rσ σ δ α+
= + ⋅ −   (7.3b) 

 sin(2 ) sin( 2 )A R Rτ α δ δ α= − ⋅ − = ⋅ −          (7.3c) 

となる。式(7.3a), (7.3b), (7.3c)から、   

(cos cos2 sin sin2 ) ( cos ) cos2 ( sin ) sin2
2 2

z x z x
A R R Rσ σ σ σσ δ α δ α δ α δ α+ +

= + ⋅ ⋅ + ⋅ = + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  

 =
+

+
−

⋅ + ⋅
σ σ σ σ α τ αz x z x

zx2 2
2 2cos sin   

(sin cos2 sin2 cos ) ( sin ) cos2 ( cos ) sin2A R R Rτ δ α α δ δ α δ α= ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ cos2 sin2
2

z x
zx

σ στ α α−
= ⋅ − ⋅  

が得られる。この式の右辺と「力の釣合から求めた任意の角度 α を持つ A 面の応力状態に対する(7.2)

式の右辺」が同じであることから、 

A ασ σ= 、 A ατ τ=   

が得られる。即ち、図 12 の応力のモール円での点 A は A 面の応力状態を表している。 
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ｚ                                       

                 σz  
                    τzx;正の方向       Ｚ面 
                                      Ｘ面 
                              
            τα    α          
                          σx 
           σα        Ａ面 
                       τxz;正の方向 
                                                   
                            x 
        τ                                                  
                         σαの作用方向 
                                   σz  
                                                    Z 
              Pp                        
                    α      α  σzが作用している面 
                        2α     （Ｚ面）の方向 
        ０                      σ 
                   M        Ａ 
                                  σα 
                   δ-2α    Pd  
                          
                             σαが作用している面 
                  σzの作用方向    （A 面）の方向 

    図１２      
 
従って、応力のモール円の幾何学から、次の法則性が得られる。 

●「点 Z を通り σzが作用している面の方向（水平方向）の線＝ｘ軸方向の線」と Mohr 円との交点が、

面に関する極 Pole for plane Pp である。 

●「極 Ppを通り Pp･Z の方向から時計回りに角度 α をなす線」＝「σαが作用している面の方向の線」

と Mohr 円との交点 A の座標(σA、τA)が、面 A に作用している応力（σα、τα）をあらわす。 

 

同様に、 

●「点 Z を通り直応力σzの作用している方向（鉛直方向）の線＝z 軸方向の線」と Mohr 円との交点

が、直応力の作用方向に関する極, Pole for direction Pd である。 

●「極 Pdを通り Pd･Z から時計回りに角度αをなす線」＝「直応力σαの作用方向の線」と Mohr 円と

の交点 A の座標が、面 A に作用している応力（σα、τα）をあらわす。 

●極 Pp と Pd は、Mohr 円の直径の反対側に位置する。 

δ



第７章 土のせん断強度 

 13

a) 主応力面 

定義： τα= 0 となった場合の A 面を、主応力面と言う。 

z

x

12zσ =

4xσ =

3zxτ = 3xzτ = −

σ

τ

0

X

Ｍ

Z

1σ

Pp 最小主応力面

R

1 1( , 0)P σ
3 3( , 0)P σ

3σ

3α

最大主応力面

3σ

1σ

δ

2
z xσ σ+

1α

2 max( , )mS σ τ

2 max( , )mS σ τ−

σzが作用しているＺ面の方向

z

x

12zσ =

4xσ =

3zxτ = 3xzτ = −

σ

τ

0

X

Ｍ

Z

1σ

Pp 最小主応力面

R

1 1( , 0)P σ
3 3( , 0)P σ

3σ

3α

最大主応力面

3σ

1σ

δ

2
z xσ σ+

1α

2 max( , )mS σ τ

2 max( , )mS σ τ−

σzが作用しているＺ面の方向

 
図 13 （この Mohr 円での given points は Z と X） 

 

(7.2)式、 σ σ σ σ σ α τ αα =
+

+
−

⋅ + ⋅z x z x
zx2 2

2 2cos sin ;  τ τ α σ σ αα = ⋅ −
−

⋅zx
z xcos sin2

2
2  

の第２式に、τα= 0 を代入すると、次式が得られる。 

    tan2

2

α τ
σ σ=

−
zx

z x
=

−
−
τ

σ σ
xz

z x

2

    (7.3) 

図 11 から tanδ τ
σ σ=

−
zx

z x

2

 なので、2α=δである。従って、(7.3)式の意味は、図 13 を参照して、主応力

状態を表す P1・P2 と Pd を結ぶ線の方向が主応力作用面の方向であり、その面の方向はＺ面の方向（水

平方向）から、次の角度をなす。   

α1=δ/2, α３=α1+π/2  (7.4)  

 

また、図 13 の幾何学から、 

最大主応力；  σ σ σ
1 2

=
+

+z x R =
+

+
−

+
σ σ σ σ τz x z x

zx2 2
2 2( )     

最小主応力；  σ σ σ
3 2

=
+

−z x R =
+

−
−

+
σ σ σ σ τz x z x

zx2 2
2 2( )   (7.5) 
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b) 最大せん断応力面 

σ σ σ δ αα =
+

+ ⋅ −z x R
2

2cos( ) (7.2a)= σ σz x+
2

の条件から、cos(δ-2α)= 0 となる。 

 

記号を変えて、cos(δ-2β)= 0 となるδ-2βは、 

    δ-2β=90o, 270 o  もしくは 2β-δ=90o, 270 o 

 従って、βは、2β1=90o+δ, 2β2=270 o+δ,  

        β1=45o+δ/2, β2=135 o+δ/2=β1+90o,  

              （β*
2=180 o-β2=45 o-δ/2） 

 ただし、  ���� tanδ τ
σ σ=

−
zx

z x

2

 

 
        τ                                                  
                   S2(σm,τm) 
                                   σz  
                                    β*

2            Z   
             Pp        2β*

2                
                  β１              σzが作用している面 
            β2      2β2     δ       （Ｚ面）の方向 
        ０          M            σ 
                R              
                        2β１                
              X             
                          
                            
                      S1(σm, -τm)        
         
図１４                                              σ1 
 

図の幾何学から、 

平均主応力；     σ σ σ
m

z x=
+
2

 

最大せん断応力；   τ σ σ τm
z x

zxR= =
−

+( )
2

2 2
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まとめると…                 τ            

z                                 S2        S2 面 

           σz                                     F2                 Z 面  

  τzx                                 Pp             Z 

                                                         P1 面 

          Ｘ        σx             0     P3 面         2α1         σ 

    X 面         τxz                                              2β1 

                                               

                        x                          F1                                  

         Z 面                                       S1 

矢印の方向が、それぞれ応力成分の正の方向。                        S1 面 

 

                       全て 45 度 

                            F1 面 

                                     Z 面  

                              α1   σ1 

                                      S2 面       

                           σ3                      P1 面 

                             τm(τα>0)    σm   Ｐ３面                 σm 

 

                                                             τm(τα<0) 

                         Ｘ面    

                                                      S1 面 

図１5 
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「７．１２ 応力の Mohr 円の表示」 

Ｚ面とＸ面が主応力の場合の議論 

1σ
'ατ

'α
α

'ασ

z

Z面
X面

x

3σ
A’面

ατ
ασ

（正）

A面

（負）

1σ
'ατ

'α
α

'ασ

z

Z面
X面

x

3σ
A’面

ατ
ασ

（正）

A面

（負）

σ

τ

0
Ｍ

1σ

3σ

1 3

2
OM σ σ+

=

' ''( , )A α ασ τ
3( , 0)

pP
X σ

および

1 3

2
R σ σ−

=

1( , 0)
dP

Z σ

および

( , )A α ασ τ

'α
α

2 'α

2α

方向'ασ

方向ασ

σ

τ

0
Ｍ

1σ

3σ

1 3

2
OM σ σ+

=

' ''( , )A α ασ τ
3( , 0)

pP
X σ

および

3( , 0)
pP

X σ

および

1 3

2
R σ σ−

=

1( , 0)
dP

Z σ

および

1( , 0)
dP

Z σ

および

( , )A α ασ τ

'α
α

2 'α

2α

方向'ασ 方向'ασ

方向ασ 方向ασ  
図 16 （矢印の方向が、それぞれ応力成分の正の方向。τは左回りが正） 

 
ασα 2cos⋅+= ROM と ατα 2sin⋅−= R から、次式が求まる。 

σ σ σ σ σ αα =
+

+
−

⋅1 3 1 3

2 2
2cos , τ σ σ αα = −

−
⋅1 3

2
2sin  

常識から、A 面に作用する直応力 σαとせん断応力 ταが求まる。一方、A’面に作用する直応力 σα‘とせ

ん断応力 τα’は、 ασα 2cos' ⋅+= ROM  と ' sin2 'Rατ α= ⋅  から求まる次式から求まる。 

σ σ σ σ σ αα ' cos '=
+

+
−

⋅1 3 1 3

2 2
2 , 1 3

' sin 2 '
2α

σ στ α−
= ⋅         教科書式(7.12) 

 

最大応力傾角面(the maximum angle of stress obliquity) 

■応力傾角(the angle of stress obliquity) i とは？：  応力傾角 i の定義; )/arctan( ai στα=  

 

図 17 

z

x

12zσ =

4xσ =

3zxτ = 3xzτ = −

α ( , )A α ασ τ

σ

τ

0

α

X

Ｍ

Z

ασ

ατ

Pp

i

A面

R

i
ασ

ατ

z

x

12zσ =

4xσ =

3zxτ = 3xzτ = −

α ( , )A α ασ τ

σ

τ

0

α

X

Ｍ

Z

ασ

ατ

Pp

i

A面

R

i
ασ

ατ

 

 

■ 応力傾角 i の最大値（最大応力傾角）imaxを、その時の動員された内部摩擦角 mobϕ と呼ぶ（図 18 を
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見よ）。 （ mobϕ : 土の重要な物理的性質の一つ） 

 

図 18

z

x

12zσ =

4xσ =

3zxτ =

3xzτ = −

( , )A α ασ τ
σ

τ

0

X

Ｍ

ZPp

i
R

2
z xσ σ+

max mobi φ=

最大応力傾角面

2 ( , )f fF σ τ

1( , )f fF σ τ−

mobφ

z

x

12zσ =

4xσ =

3zxτ =

3xzτ = −

( , )A α ασ τ
σ

τ

0

X

Ｍ

ZPp

i
R

2
z xσ σ+

max mobi φ=

最大応力傾角面

2 ( , )f fF σ τ

1( , )f fF σ τ−

mobφ

 

 

最大応力傾角面：粘着力が無い場合、せん断滑りが最も生じやすい面である。図 18 での点 F1 と F2 の座

標は、その面の応力状態を表す。 

z

x

1zσ σ=

3xσ σ=

σ

τ

0 Ｍ

1σ

最小主応力面

1 1( , 0)P σ

3σ

最大主応力面

1 3

2
σ σ+

mobφ

2 ( , )f fF σ τ

1( , )f fF σ τ−

3 3( , 0)
pP

P σ

および

R

45 / 2o
mobφ+

90o
mobφ+

z

x

1zσ σ=

3xσ σ=

σ

τ

0 Ｍ

1σ

最小主応力面

1 1( , 0)P σ

3σ

最大主応力面

1 3

2
σ σ+

mobφ

2 ( , )f fF σ τ

1( , )f fF σ τ−

3 3( , 0)
pP

P σ

および

3 3( , 0)
pP

P σ

および

R

45 / 2o
mobφ+

90o
mobφ+

1σ

2η

z

Z面
X面

x

3σ

1η

1σ

2η

z

Z面
X面

x

3σ

1η

 
図 19 X 面が主応力面の場合の最大応力傾角面 

 
図 19 では、最大応力傾角面 F2 が σ1 の作用する面である Z 面（水平面）となす角度 2η は、から、 

  2 2 2 22 180 ; 90 2 180 ; 45 / 2o o o o
mob mobF MO η ϕ η η ϕ∠ + = − + = = +  
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一般応力状態での最大応力傾角面の方向 

 

図 20

z

x

12zσ =

4xσ =

3zxτ =

3xzτ = −

( , )A α ασ τ
σ

τ

0

X

Ｍ

ZPp

i
R

2
z xσ σ+

max mobi φ=

最大応力傾角面

2 ( , )f fF σ τ

1( , )f fF σ τ−
mobφ

最大応力傾角面の方向

最大応力傾角面の方向

z

x

12zσ =

4xσ =

3zxτ =

3xzτ = −

( , )A α ασ τ
σ

τ

0

X

Ｍ

ZPp

i
R

2
z xσ σ+

max mobi φ=

最大応力傾角面

2 ( , )f fF σ τ

1( , )f fF σ τ−
mobφ

最大応力傾角面の方向

最大応力傾角面の方向  

 

図 21 

z

x

12zσ =

4xσ =

3zxτ =

3xzτ = −

σ

τ

0

X

Ｍ

ZPp

R

2
z xσ σ+

max mobi φ=

最大応力傾角面

2 ( , )f fF σ τ

1( , )f fF σ τ−
mobφ

ασ

ατ

最大応力傾角面

imax

α

2α

2η

22η

z

x

12zσ =

4xσ =

3zxτ =

3xzτ = −

σ

τ

0

X

Ｍ

ZPp

R

2
z xσ σ+

max mobi φ=

最大応力傾角面

2 ( , )f fF σ τ

1( , )f fF σ τ−
mobφ

ασ

ατ

最大応力傾角面

imax

α

2α

2η

22η

 
σ1の作用面が水平方向となす角度をαとすると、最大応力傾角面 F2 が Z 面（水平面）となす角度 2η は、

図 20, 21 から 

  

2 2

2

2

2 2 180

90 2 2 180

45 / 2

o

o o
mob
o

mob

F MO η α

ϕ η α

η ϕ α

∠ + + =

− + + =

= + −
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[7 章土のせん断強度 演習問題 7-2] 

図 1

1 12σ =

30oα =

z

Z面
X面

x

3 4σ =

ατ
ασ

A面

（負）

kgf/cm2

kgf/cm2

1 12σ =

30oα =

z

Z面
X面

x

3 4σ =

ατ
ασ

A面

（負）

kgf/cm2

kgf/cm2

 

図１の要素 A に対して、図に示すような応力が作用している。 

１）上記の応力状態をあらわす Mohr 円を描け。 

２）この応力状態で土が破壊したとする。この土には粘着力が無い。この場合の土の内部摩擦角 

       φ=arcsin{(σ1-σ3)/(σ1+σ3)}max を求めよ。 

３）Ｚ面と時計回りで 30 度をなす A 面に作用する直応力σαとせん断応力ταの大きさを求めよ。 

４）応力比τ／σの絶対値が最大になる二つの最大応力傾角面がＺ面となす角度η1、η2 の大きさと、

その面に作用するせん断応力τfと直応力σfの大きさを求め、その応力状態を Mohr 円上に点 F1, F2

として示せ。 

[答] 

１）上記の応力状態をあらわす Mohr 円。

σ

τ

0
Ｍ

1 12σ =

3 4σ =

1 3 8
2

OM σ σ+
= =

3( 4, 0)
pP

X σ =

および

1 3 4
2

R σ σ−
= =

1( 12, 0)
dP

Z σ =

および

σ

τ

0
Ｍ

1 12σ =

3 4σ =

1 3 8
2

OM σ σ+
= =

3( 4, 0)
pP

X σ =

および

3( 4, 0)
pP

X σ =

および

1 3 4
2

R σ σ−
= =

1( 12, 0)
dP

Z σ =

および

1( 12, 0)
dP

Z σ =

および

 

２）この応力状態で土が破壊した時の土の内部摩擦角 φ=arcsin{(σ1-σ3)/(σ1+σ3)}max は、 

σ

τ

0
Ｍ

1 12σ =

3 4σ =

1 3 8
2

OM σ σ+
= =

3( 4, 0)
pP

X σ =

および

1 3 4
2

R σ σ−
= =

1( 12, 0)
dP

Z σ =

および30oφ =

F2

1 3 4
2

R σ σ−
= =

σ

τ

0
Ｍ

1 12σ =

3 4σ =

1 3 8
2

OM σ σ+
= =

3( 4, 0)
pP

X σ =

および

3( 4, 0)
pP

X σ =

および

1 3 4
2

R σ σ−
= =

1( 12, 0)
dP

Z σ =

および

1( 12, 0)
dP

Z σ =

および30oφ =

F2

1 3 4
2

R σ σ−
= =

1 3

2

1 3

4 12sin
8 2

2

F M R
OM OM

σ σ

ϕ σ σ

−

= = = = =
+

： ϕ = 30 度 
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３）Ｚ面と時計回りで 30 度をなす A 面に作用する直応力σαとせん断応力ταの大きさは、 

σ

τ

0
Ｍ

1 12σ =

3 4σ =

1 3 8
2

OM σ σ+
= =

3( 4, 0)
pP

X σ =

および

1 3 4
2

R σ σ−
= =

1( 12, 0)
dP

Z σ =

および
30oφ =

F2

1 3 4
2

R σ σ−
= =

( , )A α ασ τ

30oα =

2 60oα =
σ

τ

0
Ｍ

1 12σ =

3 4σ =

1 3 8
2

OM σ σ+
= =

3( 4, 0)
pP

X σ =

および

3( 4, 0)
pP

X σ =

および

1 3 4
2

R σ σ−
= =

1( 12, 0)
dP

Z σ =

および

1( 12, 0)
dP

Z σ =

および
30oφ =

F2

1 3 4
2

R σ σ−
= =

( , )A α ασ τ

30oα =

2 60oα =

 
1 3 1cos(60 ) 8 4 10

2 2
oRα

σ σσ +
= + ⋅ = + ⋅ =  (kgf/cm2)； 

3sin(60 ) 4 3.46
2

oRατ = − ⋅ = − ⋅ = −  (kgf/cm2) 

 

４）応力比τ/σの絶対値が最大になる二つの最大応力傾角面がＺ面となす角度η1、η2 と、その面に作

用するせん断応力τfと直応力σfの大きさと、その応力状態を表す点 F1, F2 の Mohr 円での位置は、 

σＭ

1 1( 12, 0)P σ =

2 ( , )f fF σ τ

1 ( , )f fF σ τ−

3 3( , 0)
pP

P σ

および

2 45 / 2 60o o
mobη φ= + =

22 90o
mobη φ= +

τ

0

1 45 / 2 60o o
mobη φ= + =

mobφ

3 4σ =

1 3 8
2

OM σ σ+
= =

1 3 4
2

R σ σ−
= =

30o
mobφ =

1 12σ =

σＭ

1 1( 12, 0)P σ =

2 ( , )f fF σ τ

1 ( , )f fF σ τ−

3 3( , 0)
pP

P σ

および

3 3( , 0)
pP

P σ

および

2 45 / 2 60o o
mobη φ= + =

22 90o
mobη φ= +

τ

0

1 45 / 2 60o o
mobη φ= + =

mobφ

3 4σ =

1 3 8
2

OM σ σ+
= =

1 3 4
2

R σ σ−
= =

30o
mobφ =

1 12σ =

 
21 3 1 3 1sin 8 4 6 ( / )

2 2 2f mob kgf cmσ σ σ σσ ϕ+ −
= − = − =  

21 3 3cos 4 3.46 ( / )
2 2f mob kgf cmσ στ ϕ−

= ± = ± = ±  
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[7 章土のせん断強度 演習問題 7-3] 
z 

        σz  

  τzx           矢印の方向が、それぞれ応力成分の正の方向とする。 

                    

          A         σx    図１の要素 A に対して、以下の応力が作用している 

    X 面        τxz                 σz= 13.0 kgf/cm2 

                                τzx = 4.0 kgf/cm2 

図１                    x        σx= 7.0 kgf/cm2
  

          Z 面            τxz =-4.0 kgf/cm2 

 

                           τ 

   ↓ ↓ ↓ σz 

              Z 面  

            α                                  0                               σ 

       σ1 

図２                     図３ 

 

2) 図 3 に、上記の応力状態をあらわす Mohr 円を描け。 

3) 図 3 を参照して、最大主応力σ1 の大きさと、それが作用する面がｘ軸となす角度α（度）を求めよ。 

4) この応力状態で土が破壊したとする。この土には粘着力が無い場合、この時の土の内部摩擦角 

       φ=arcsin{(σ1-σ3)/(σ1+σ3)}max を求めよ。 

5) Ｚ面から時計回りで 60 度をなす A 面に作用する直応力σαとせん断応力ταの大きさを求めよ。 

6) 応力比τα/σαの絶対値が最大になる二つの面がＺ面となす角度η1、η2 の大きさと、その面に作用

するせん断応力τfと直応力σfの大きさを求め、その応力状態を図 3 に描いた Mohr 円上に点 F1, F2

として示せ。 

7) 図 3 で、点 F1,F2 の応力状態が作用している面（最大応力傾角面）それぞれが、最小主応力σ3 が作

用している方向（即ち最大主応力σ1 が作用している面の方向）となす角度（度）を求めよ。 
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[答] 

1) この応力状態をあらわす Mohr 円

( 13, 4)z zxZ σ τ= =

σ

τ

0

R=5

Ｍ(10, 0)

( 7, 4)x xzX σ τ= = −

1 1( 15, 0)S σ τ= =
3 3( 5, 0)S σ τ= =

Pp

α
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( 13, 4)z zxZ σ τ= =

σ

τ

0

R=5

Ｍ(10, 0)

( 7, 4)x xzX σ τ= = −
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2)最大主応力； 

 σ σ σ
1 2

=
+

+z x R 2 2 2 2 2 2 213 7 13 7( ) ( ) 4 10 3 4 15 ( / )
2 2 2 2

z x z x
zx kgf cmσ σ σ σ τ+ − + −

= + + = + + = + + =  

最小主応力； 

 σ σ σ
3 2

=
+

−z x R 2 2 2 2 2 2 213 7 13 7( ) ( ) 4 10 3 4 5 ( / )
2 2 2 2

z x z x
zx kgf cmσ σ σ σ τ+ − + −

= − + = − + = − + =  

arctan 2 4 / 3α = =53.1 度、α=26.6 度 

 

3) 
1 3

max
1 3

5 12sin sin
10 2

2

mobi

σ σ

φ σ σ

−

= = = =
+

   max mobi φ= =30 度。この場合、 maxi φ= =30 度 
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4) Ｚ面と時計回りで 60 度をなす A 面に作用する直応力σαとせん断応力ταの大きさを求めよ。 

( 13, 4)z zxZ σ τ= =

σ

τ

0 Ｍ(10, 0)
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cos(120 2 ) [cos120 cos2 sin120 sin2 ]
2 2

1 3 3 4 1 3 3 410 5 [ ] 10 5 [ ] 12.0
2 5 2 5 2 5 2 5

z x z xR R Rα
σ σ σ σσ α α α+ +

= + ⋅ − = + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

= + ⋅ − ⋅ + ⋅ = + ⋅ − ⋅ + ⋅ =

 

 
3 3 4 1sin(120 2 ) (sin120 cos2 sin2 cos120) 5 ( ) 4.6

2 5 5 2
R Rατ α α α= − ⋅ − = − ⋅ ⋅ − ⋅ = − ⋅ ⋅ + ⋅ = −  

 

5) 応力比τ/σの絶対値が最大になる二つの面がＺ面となす角度η1、η2 の大きさと、その面に作用す

るせん断応力τfと直応力σfの大きさを求め、その応力状態を図３に描いた Mohr 円上に点 F1, F2 とし

て示すと、 

( 13, 4)z zxZ σ τ= =

σ

τ

0

R=5

Ｍ(10, 0)
1 1( 15, 0)S σ τ= =

3 3( 5, 0)S σ τ= =

Pp

α

2α

2 ( , )f fF σ τ

2η

max 30o
mobi φ= =

22η

1( , )f fF σ τ−

( 7, 4)x xzX σ τ= = −

2

2

90 2 2 180

45 / 2

o o
mob
o

mob

ϕ η α

η ϕ α

− + + =

= + −

90o
mobϕ−

( 13, 4)z zxZ σ τ= =

σ

τ

0

R=5

Ｍ(10, 0)
1 1( 15, 0)S σ τ= =

3 3( 5, 0)S σ τ= =

Pp

α

2α

2 ( , )f fF σ τ

2η

max 30o
mobi φ= =

22η

1( , )f fF σ τ−

( 7, 4)x xzX σ τ= = −

2

2

90 2 2 180

45 / 2

o o
mob
o

mob

ϕ η α

η ϕ α

− + + =

= + −

90o
mobϕ−

( 13, 4)z zxZ σ τ= =

σ

τ

0

R=5

Ｍ(10, 0)

1 1( 15, 0)S σ τ= =

3 3( 5, 0)S σ τ= =

Pp

α

2α

2 ( , )f fF σ τ

1η
max 30o

mobi φ= =

12η

1( , )f fF σ τ−

( 7, 4)x xzX σ τ= = −

1

1

90 2 2 180

45 / 2

o o
mob
o

mob

ϕ η α

η ϕ α

− + − =

= + +

90o
mobϕ−

( 13, 4)z zxZ σ τ= =

σ

τ

0

R=5

Ｍ(10, 0)

1 1( 15, 0)S σ τ= =

3 3( 5, 0)S σ τ= =

Pp

α

2α

2 ( , )f fF σ τ

1η
max 30o

mobi φ= =

12η

1( , )f fF σ τ−

( 7, 4)x xzX σ τ= = −

1

1

90 2 2 180

45 / 2

o o
mob
o

mob

ϕ η α

η ϕ α

− + − =

= + +

90o
mobϕ−

 
 

2

1

45 / 2 45 30 / 2 26.6 33.4

45 / 2 45 30 / 2 26.6 86.6
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η ϕ α

η ϕ α
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21 3 1 3 1cos(90 ) 10 5 7.5 ( / )

2 2 2
o

f mob kgf cmσ σ σ σσ ϕ+ −
= − − = − =  

21 3 3sin(90 ) 5 4.3 ( / )
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o
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6) 図３で、点 F1,F2 の応力状態が作用している面（最大応力傾角面）のそれぞれが、最小主応力σ3 が

作用している方向（即ち最大主応力σ1 が作用している面の方向）となす角度（度）は、 

2

1

45 / 2 60

45 / 2 60

o o
mob

o o
mob

η α ϕ

η α ϕ

+ = + =

− = + =
 

 
 


